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1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Lineargleichungssysteme mit zwei Variablen

Unter einem Lineargleichungssystem versteht man ein Biindel mehrerer Gleichungen mit
ebensovielen unbekannten Grofien, auch Variablen genannt. Alles zusammen ergibt erst
eine einzige Aufgabe. Ein Beispiel:

1) sz—2y = 1
(2) 3z+y =5

Beide Gleichungen zusammen sind das Lineargleichungssystem.
Wie funktioniert nun das Einsetzungsverfahren? In einem einzigen Satz ist es gesagt:

‘Man stellt eine beliebige Gleichung nach einer beliebigen Variablen um‘

‘und setzt den Ergebnisterm in die andere Gleichung ein. ‘

Da es gleichgiiltig ist, welche Variable aus welcher Gleichung man zum Umstellen nimmt,
sucht man natiirlich nach einem besonders zweckméfligen Weg. Daher sucht man, ob in
einer Gleichung eine Variable ohne eine Vorzahl (einen sogenannten Koeffizienten) steht.
Wenn es eine solche giinstig einfache Variable nicht gibt, dann kommt man beim Rechnen
auf Briiche. Eventuell verwendet man dann auch besser ein anderes Losungsverfahren.
Das ist in diesem Beispiel aber einfach. Das y in der Gleichung (2) hat keine Vorzahl.
Stellen wir diese also nach y um:

(2) 3x4+y = 5 | — 3z
(2a) y = 5—3x

Den Ergebnisterm (5 — 3z) aus Gleichung (2a) kénnen wir nun fiir y in die andere
Gleichung einsetzen. Sehr wichtig ist hierbei aber, dass wir den Term nicht
versehentlich in die Gleichung einsetzen, aus der er entstanden ist, also hier
nicht in Gleichung (2)! Falls unsere Aufgabe — wie in diesem Beispiel — nur aus zwei
Gleichungen mit zwei Variablen besteht, dann erhalten wir nach dem Einsetzen nur eine
einzige Gleichung, die man dann lésen kann. Setzen wir nun also den Term (5 — 3x) aus
Gleichung (2a) anstelle von y in Gleichung (1) ein:

br —2(5—3z) = 1 | Klammer auflosen
bz —10+ 62z = 1 | zusammenfassen
1z —10 = 1 |+10
1z = 11 |:11
r = 1

Damit haben wir die erste der beiden Variablen bestimmt. Jetzt miissen wir nur noch
das eben gefundene Ergebnis fiir x in eine beliebige Gleichung einsetzen, in der auch y
vorkommt. ZweckméafBigerweise sucht man dazu die Rechnung Zeile fiir Zeile riickwérts
durch, bis man an die erste Gleichung mit y kommt. Das ist in diesem Fall die Gleichung
(2a). Die ist deshalb besonders praktisch, weil sie bereits nach y umgestellt ist. Wenn man



das Einsetzungsverfahren verwendet, ist es immer so, dass man eine solche Gleichung
findet! Setzen wir also das eben gefundene Ergebnis x = 1 in (2a) ein:

y = 5—3x |x einsetzen
y = 5—-3-1
y = 2

Die Darstellung als Losungsmenge sieht dann so aus: | L = {(1[2)}

3 Einsetzungsverfahren bei mehr als zwei Variablen

Hier ein anderes Beispiel fiir ein Lineargleichungssystem mit drei Variablen und entspre-
chend auch drei Gleichungen:

(1) 3z —2y +3z = 8
(2) bz 4y -2z =1
(3) -2z 43y —z =1

Haben wir — wie in diesem Beispiel — mehr als zwei Variablen, dann miissen wir das
Arbeitsprinzip nur geringfiigig umformulieren:

‘Man stellt eine beliebige Gleichung nach einer beliebigen Variablen um‘

‘und setzt den Ergebnisterm in alle anderen Gleichungen ein. ‘

Wenn man diesen Schritt durchgefiihrt hat, hat man nur noch zwei Gleichungen mit nur
noch zwei Variablen, wenn es vorher drei waren. Dieses einfachere System kann dann
mit jedem beliebigen Verfahren weiter gelost werden. Man nennt diese Verringerung
der Anzahl der Variablen und Gleichungen um eins einen Reduktionsschritt. Den ers-
ten Reduktionsschritt wollen wir uns nun an dem vorgegebenen Beispiel einmal ansehen.

Wieder stellt sich die Frage: Welche Gleichung stellen wir nach welcher Variablen um?
Hier bieten sich gleich zwei Stellen in dem Gleichungssystem als besonders giinstig an.
Es ist in Gleichung (2) das y und auch in Gleichung (3) das z, das keinen Koeffizienten
(auf Deutsch: keine Vorzahl) hat. Was man nun nimmt, ist gleichgiiltig. Ich entscheide
mich willkiirlich fiir das y in Gleichung (2), nach dem ich umstellen méchte. Das sieht

dann so aus:
(2) br4+y—2z = 1 | — 5z + 22
(2a) y = 1—-5x+2z

Das Ergebnis aus Gleichung (2a) muss ich nun in die beiden anderen Gleichungen
einsetzen und erhalte:

(la) 3z—2(1—-5x+22)+3z = 8
(3a) —2x+3(1-bx+22)—2z = 1



Beide Gleichungen muss ich jetzt vereinfachen, indem ich die Klammern auflése und
zusammenfasse, was zusammenzufassen geht. Beginnen wir mit Gleichung

(la) 3x—2+4+10x—42+3z = 8

(3a) —2x+4+3(1—5x+22)—z = 1

(la) Br—2—2 = 8 |+2
(3a) —2x+3—-15x+6z—2 = 1

(la) 1B3r—2z = 10

(3a) —17x+3+5z =1 |-3
(la) 1B3xr—2z = 10

(3a) —17x +5z = =2

Die Gleichungen (la) und (3a) stellen nun ein neues kleineres Lineargleichungssystem
dar. Der erste Reduktionsschritt ist abgeschlossen.

Fiir die weitere Losung kann man wiederum das Einsetzungsverfahren, aber auch ein
beliebiges anderes Verfahren verwenden. Fiir das Einsetzungsverfahren bietet sich hier
das z aus Gleichung (1a) an, um danach aufzulésen. Es geht also folgendermaflen weiter:

13z —2 = 10 | — 13z
2 = 10-13z |- (1)
(4) z = —10+ 13z

Wir setzen Gleichung (4) in (3a) ein:

—17x +52z = —2 | z ersetzen
—17z + 5(—10 + 13x) —2 |Klammer auflosen

—17z — 504 65z = —2 |zusammenfassen
48r —50 = —2 |+50
48x = 48 |:48
r = 1

Wir suchen riickwérts nach der ersten Gleichung ohne z und finden Gleichung (4), die
wir zur Bestimmung von z verwenden koénnen.

z = —104+ 13z |z =1 einsetzen
z = —10+13-1
z = 3

Jetzt fehlt nur noch das y. Um y zu finden, suchen wir wieder riickwérts, bis zum ersten
Mal eine Gleichung mit y auftaucht. Das ist hier die Gleichung (2a).

y = 1—->5x+2z2 | gefundene Werte einsetzen
y = 1-5-1+2-3
y = 2

Damit ergibt sich die Losungsmenge: | L = {(1|2|3)} ‘

Es folgen einige Ubungsaufgaben.



4 Ubungsaufgaben
4.1 Aufgabe 1

4.2 Aufgabe 2

4.3 Aufgabe 3

4.4 Aufgabe 4

4.5 Aufgabe 5

4.6 Aufgabe 6

4.7 Aufgabe 7

4.8 Aufgabe 8

(2) bz —2y

(1) 3z —6y
(2) x4+ 3y

(1) 2z —by
(2) br+y

(1) 3z+ 5y
(2) 2z —2y

(1) —3z+ by
(2) 2z +2y

(1)
(2)
(3)

(1)
(2)
(3)

(1)
(2)
(3)

20 +y + 3z
3r — 2y + 2z
ox + 2y + 52

8r + 9y — 22
20 + 6y + 2
—2x + 2y + 3z

2x + 5y — 3z
3z — by + 4z
T+ 3y

I
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4.9 Aufgabe 9

4.10 Aufgabe 10

3r — 2y + 2z
4o + 2y — 3z
2z — 3y + 2z

dx 4+ 3y — 32
6z +y — 62
3r—2y+ 22



5 Ergebnisse der Ubungsaufgaben
5.1 Aufgabe 1

x =3 und y = 3 oder als Losungsmenge: L = {(3|3)}

5.2 Aufgabe 2
x =4 und y = 2 oder als Losungsmenge: L = {(4]2)}

5.3 Aufgabe 3
x =2 und y = 0 oder als Losungsmenge: L = {(2/0)}

5.4 Aufgabe 4
x=2und y = 1 oder als Losungsmenge: L = {(2|1)}

5.5 Aufgabe 5
x=—1und y = 1 oder als Losungsmenge: L = {(—1/1)}

5.6 Aufgabe 6
x =2,y =2und z = —2 oder als Losungsmenge: L = {(2|2| — 2)}

5.7 Aufgabe 7
x =5,y =—1und z =7 oder als Losungsmenge: L = {(5| — 1|7)}

5.8 Aufgabe 8
x =5,y =1und z =0 oder als Losungsmenge: L = {(5[1|0)}

5.9 Aufgabe 9
x =2,y =1und z =3 oder als Losungsmenge: L = {(2|1|3)}

5.10 Aufgabe 10
x =2,y =0und z =2 oder als Losungsmenge: L = {(2[0|2)}



6 Maogliche Lésungswege der Ubungsaufgaben

6.1 Aufgabe 1

(1) 22—y = 3
(2) bx—2y = 9

Es bietet sich an, Gleichung (1) nach y aufzulésen.

(1) 22—y = 3 | — 2z

—y = 3—2z |:(-1)

(la) y = 2x—3

Einsetzen in Gleichung (2):
br —2y = 9 |y ersetzen
b —2-(2e —3) = 9 | Klammer auflésen
bx —4xr+6 = 9 |zusammenfassen
r+6 = 9 |—6

r = 3

Das Ergebnis wird in Gleichung (1a) eingesetzt:

y = 2x—3 | x ersetzen
y = 2:-3—-3
y =3

Losungsmenge: | L = {(3|3)}
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6.2 Aufgabe 2

(1) 3z—6y = 0
(2) z+3y = 10

Hier bietet es sich an, die Gleichung (2) nach = aufzulosen.

x4+ 3y 10 | — 3y
(2a) r = 10— 3y

Diesen Term setzen wir nun in die Gleichung (1) fiir x ein.

3r—6y = 0 | « ersetzen
3-(10-3y)—6y = 0 | Klammer auflsen
30 — 9y — 6y 0 | zusammenfassen
30—-15y = O | — 30
15y = —30 |:(—15)
y = 2
Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt:
r = 10—3y |y ersetzen
r = 10—3-2
r = 4

Losungsmenge: | L = {(4/2)}

11



6.3 Aufgabe 3

(1) 2x—5y = 4
(2) bzx+y = 10

Hier ist es sicher sinnvoll, Gleichung (2) nach y aufzulosen.

Sr+y = 10 | — bx
(2a) y = 10—5x
Einsetzen in Gleichung (1):
2r —5y = 4 |y ersetzen
20 —5-(10—-5x) = 4 | Klammer auflosen
2r — 50+ 25z = 4 | zusammenfassen
27r —50 = 4 | +50
2r = 54 |:27
r = 2

Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt:

y = 10—5x |z ersetzen
Y 10—-5-2
y =0

Losungsmenge: | L = {(2[0)}

12



6.4 Aufgabe 4

(1) 3z+5y = 11
(2) 20 —2y = 2

Hier bietet sich auf den ersten Blick keine der beiden Gleichungen zum Auflésen nach
einer bestimmten Variablen an. Schaut man sich aber Gleichung (2) genau an, dann
sicht man, dass sich alle Zahlen durch 2 teilen lassen. Deshalb wéhle ich Gleichung (2)
aus, um sie nach z aufzulésen. (Ein Auflésen nach y wére aber genau so gut moglich.)

20— 2y = 2 | + 2y
20 = 242y |:2
(2a) r = 14y

Dieses Ergebnis kann ich nun in Gleichung (1) einsetzen.

3r+5y = 11 |z ersetzen

3-(1+y)+5y = 11 | Klammer auflosen
34+3y+5y = 11 | zusammenfassen
348 = 11 |—3
8y = 8 |:8
y = 1

Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt:

r = 14y |y ersetzen
r = 141
r = 2

Losungsmenge: | L = {(2|1)}

13



6.5 Aufgabe 5
(1) =3z+5y = 8
(2) 242y = 0

Ahnlich wie auch bei Aufgabe 4 existiert hier auch keine Variable ohne Koeffizienten,
jedoch ist auch hier in Gleichung (2) jeder Koeffizient durch 2 teilbar. Daher 16se ich
Gleichung (2) nach y auf.

20 +2y = 0 | — 2z
2y = -2z |:2
(2a) y = —=x

Dieses Ergebnis kann ich nun in Gleichung (1) einsetzen.

—3x+5by = 8 |y ersetzen

—3zx+5-(—x) = 8 | zusammenfassen
—8r = 8 |:(=8)
r = -1

Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt:

y = —=x | y ersetzen
y = —(=1)
y = 1

Losungsmenge: | L = {(—1|1)}

14



6.6 Aufgabe 6

(1) 22+y+32z = 0

(2) 3x—2y+2z = -2

(3) br+2y+5z = 4
In diesem Gleichungssystem gibt nur in einer Gleichung eine Variable, die mit dem
Koeffizienten 1 darin steht. In Gleichung (1) steht y allein. Daher wird diese Gleichung
nach y umgestellt.

2e+y+32z = 0 | — 22 — 3z
(4) y = —2r—3z
Dieses Ergebnis muss nun in Gleichung (2) und (3) eingesetzt werden.
(2) 3xr—2y+2z = -2
(3) St +2y+52 = 4
(2a) 3z —2-(—2x—32)+22z = =2
(3a) 5x+2-(—2x—3z)+5z = 4
(2a) 3r+4r+62+22 = -2
(3a) b —4xr —62+52z = 4
(2a) Tr+8z = =2
(3a) r—z = 4

Damit haben wir das Gleichungssystem auf ein System 2. Ordnung reduziert. Fiir den
néchsten Reduktionsschritt bietet sich Gleichung (3a) zum Umstellen nach = oder y an.

Ich stelle sie nach x um.
r—z = 4 | + 2

(5) x = z+4
Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt.

Tr+8z = —2 |z ersetzen
7T-(24+4)+8 = -2
72428482 = —2 |—28
152 = =30 |:15
z = =2

Das Ergebnis wird in Gleichung (5) eingesetzt.

r = z+4 |z ersetzen
r = —2+4
r = 2

Beide Ergebnisse werden in Gleichung (4) eingesetzt.

y = —2r—3z | x und z ersetzen
y = —2.2-3.(=2)
y = —4+6
y = 2
Losungsmenge: | L = {(2|2| — 2)}
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6.7 Aufgabe 7

(1) 8x+9y—2z = 17

(2) 20+6y+z2 = 11

(3) —2zx+2y+3z = 9
In diesem Gleichungssystem gibt nur in einer Gleichung eine Variable, die mit dem
Koeffizienten 1 darin steht. In Gleichung (2) steht z allein. Daher wird diese Gleichung
nach z umgestellt.

(2) 2x4+6y+2z = 11 | — 22 — 6y
(4) z = 11 -2z — 06y

Dieses Ergebnis muss nun in Gleichung (1) und (3) eingesetzt werden.

(1) 8r+9y—2z = 17
) —2r+2y+3z = 9
) 8x+9y—2- (11— 2z — 6y) 17
) —2x+2y+3- (11 -2z — 6y) 9
la) 849y —22+4r+ 12y = 17 |+ 22
)
)
)

242y +33—6z—18y = 9  |—33
122 + 21y = 39
8z — 16y = —24

Damit haben wir das Gleichungssystem auf ein System 2. Ordnung reduziert. Fiir den
néchsten Reduktionsschritt bietet sich zunéchst keine Gleichung zum Umstellen nach
einer Variablen an. Gleichung (3a) scheint aber relativ einfach nach x umzustellen zu
sein.

(3a) —8x—16y = —24 | + 16y
—8r = —24416y |:(—8)
(5) = 3-2
Dieses Ergebnis wird in Gleichung (1a) eingesetzt.
(la) 122 +21y = 39

12-(3—2y)+2ly = 39
36— 24y +2ly = 39 |—36

-3y = 3 |:(-3)
y = -1
Dieses Ergebnis wird in Gleichung (5) eingesetzt.
(5) r = 3—2
r = 3—2-(-1)
r = 5
Die Ergebnisse fiir  und y werden in Gleichung (4) eingesetzt.
z = 11 -2z —6y
2 = 11-2-5—6-(—1)
z = 11-10+6
z =T

Losungsmenge: | L = {(5| — 1|7)}
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6.8 Aufgabe 8

(1) 2x4+5y—3z = 15

(2) 3x—by+4z = 10

(3) r+3y = 8
In diesem Gleichungssystem gibt nur in einer Gleichung eine Variable, die mit dem Ko-
effizienten 1 darin steht. In Gleichung (3) steht x allein. Zudem enthélt diese Gleichung
nur zwei Variablen, was giinstig ist. Daher wird diese Gleichung nach x umgestellt.

(3) z+3y = 8 | — 3y
(4) r = 8—3y

Dieses Ergebnis muss nun in Gleichung (1) und (2) eingesetzt werden.

(1) 20 +5y—3z = 15

(2) 3r—5y+4z = 10
(la) 2-(8—=3y)+dy—3z = 15
(@2) 3-(8—3y)—by+4z = 10
(la) 16 -6y +5y—3z = 15 |—16
(2a) 24 -9y —by+4z = 10 |—24
(la) —y—3z = —1
(2a) —ldy+4z = —14

Damit haben wir das Gleichungssystem auf ein System 2. Ordnung reduziert. Fiir den
néchsten Reduktionsschritt bietet sich Gleichung (1a) zum Umstellen nach y an.

(la) —y—3z = -1 | + 32
-y = =143z [-(=1)
(5) y = 1-3z
Das Ergebnis wird eingesetzt in Gleichung (2a).
(2a) —ldy+4z = —14
—14-(1-32)+42z = —14
—14+42z2+42 = —-14 |+ 14
46z = 0 | : 46
z =0

Das Ergebnis wird eingesetzt in Gleichung (5).

y = 1-3z
y = 1-0
y = 1
Das Ergebnis wird eingesetzt in Gleichung (4).
r = 8—3y
r = 8—3-1
r = b

Losungsmenge: | L = {(5/1|0)} ‘
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6.9 Aufgabe 9

(1) 3z—-2y+2z = 10
(2) dz+2y—3z = 1

(3) 2z —3y+2z = 7
Hier bietet sich keine Gleichung zum Auflésen besonders an. Ich wéhle willkiirlich Glei-
chung (2) aus und lse sie nach y auf, denn durch 2 (den Koeffizienten von y) kann man
gut dividieren.

(2) de+2y—3z = 1 | — 4z + 32
2y = 1—4o+32 |:2
_ 1 3

Das Ergebnis wird in Gleichung (1) und (3) eingesetzt.

(1) 32— 2y+2: = 10
(3) 20 —3y+2z = 7
(la) 3z—2-(3—2z+32)+22 = 10
(3a) 20 —3-(3—2x+352)+22 = 7
(la) 3r—1+4r—32+4+2z = 10 |+1
(3a) 20—34+6r—32+22 = 7 |+3
(la) Tv—z = 11
_ T
(3a) 8z —2z = I

Damit haben wir das Gleichungssystem auf ein System 2. Ordnung reduziert. Fiir den
néchsten Reduktionsschritt bietet sich Gleichung (1a) zum Umstellen nach z an.

(la) Tx—2z = 11 | — Tx
—z = 11-7x |-(-1)
(5) z = —11+4+T7z
Das Ergebnis wird in Gleichung (2a) eingesetzt.
(3a) 8r—52 = U
8z — 2 (-11+7z) = &
55 _ 35 i7 55
8m+7—gx _ 2y |_?2
a2t = 2_ > | (=)
€T =
Das Ergebnis wird in Gleichung (5) eingesetzt.
z = —11+4+T7x
z = —114+7-2

z = 3

Beide Ergebnisse werden in Gleichung (4) eingesetzt.

y = 3—2z+3z
y = +-2-2+3.3
y = 1

Losungsmenge: | L = {(2[1/3)}




6.10 Aufgabe 10

(1) 4x4+3y—3z = 2
(2) 6x+y—6z = 0
(3) 3z—2y+2z = 10

Gleichung (2) wird nach y umgestellt.

(2) 6x+y—6z = 0 | — 62+ 62
(4) y = —b6xr+62

Das Ergebnis wird in Gleichung (1) und (3) eingesetzt.

(1) dr+3y—3z = 2
(3) 3r — 2y + 2z 10
(la) 4z +3-(—6x +62) — 3z 2

(3a) 3x—2-(—6x+62)+ 2z 10
(la) dr —18x + 182 — 32z = 2
(3a)
(la)

3r+ 12z — 122+ 22 = 10
—14z + 152 = 2
(3a) 152 — 10z = 10

Damit haben wir das Gleichungssystem auf ein System 2. Ordnung reduziert. Fiir den
néchsten Reduktionsschritt 1ose ich Gleichung (3a) nach z auf.

(3a) 15x—10z = 10 | — 15z
102 = 10—152  |:(=10)
(5) z = —1+1,5x

Das Ergebnis wird in Gleichung (1a) eingesetzt.

(la) —14x 4+ 152 =
— 4z +15- (=1 +1,52)

I
O N O O

—14z — 15+ 22,5z | +15
8,50 = 17 |:8,5
€T =

Das Ergebnis wird in Gleichung (5) eingesetzt.

z = —141,5x
z = —141,5-2
z = 2

Beide Ergebnisse werden in Gleichung (4) eingesetzt.

y = —b6x+62
y = —6:-2+46-2
y =0

Losungsmenge: | L = {(2[0|2)} ‘
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7 Nachtrag

Weitere Ubungsaufgaben, die mit dem Einsetzungsverfahren gelost werden kénnen, sind
zusammen mit kompletten Musterlosungen hier zu finden:

https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/linglsys.pdf

Anmerkung: Es gibt eine schone interaktive Webseite, auf der man sich die Losung
eines beliebigen Lineargleichungssystems mit allen Zwischenschritten anzeigen lassen
kann:

https://matrixcalc.org/de/slu.html
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